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Мiшана задача для нелiнiйного параболiчного рiвняння
з другою похiдною за часом в необмеженiй областi
(Представлено членом-кореспондентом НАН України Б.Й. Пташником)
We have obtained some suﬃcient conditions of existence of a generalized solution of the initial
boundary-value problem for a nonlinear parabolic equation of the fourth order with the second
time derivative in an unbounded domain with respect to spatial variables.
Рiвняння з другою похiдною за часом i четвертими похiдними за просторовими змiнними
вигляду
utt = div σ(∇u) +△ut − δ2△2u, (1)
де σ > 0, 0 < δ < 1, моделюють процеси фазового переходу у в’язкопружних середовищах
з капiлярнiстю. У працях [1, 2] розглянуто частковий випадок рiвняння (1), коли присутня
одна просторова змiнна. Зазначимо, що задачi для рiвнянь типу (1) з рiзними нелiнiйнос-
тями дослiджено у роботах [3–9].
У цiй роботi одержано деякi достатнi умови iснування узагальненого розв’язку мiшаної
задачi для нелiнiйного параболiчного рiвняння четвертого порядку з другою похiдною за
часовою змiнною в необмеженiй за просторовими змiнними областi.
Нехай Ω — необмежена область у просторi Rn з межею ∂Ω ∈ C1, QT = Ω × (0, T ), де
T < ∞, Ωτ = QT
⋂{t = τ}, τ ∈ [0, T ]; ΩR = Ω⋂BR, де BR = {x ∈ Rn : |x| < R}, QRT =
= ΩR × (0, T ), ΩRτ = QRT
⋂{t = τ}. Припускатимемо, що область ΩR є областю регулярною
за Кальдероном [10, c. 44] для всiх R > 1.
В областi QT розглянемо задачу для рiвняння з дiйснозначними коефiцiєнтами
A(u) ≡ utt +
n∑
i,j,s,l=1
(aslij(x)uxixj)xsxl −
n∑
i,j=1
(aij(x, t)utxi)xj −
n∑
i=1
(ai(x, t)|utxi |p−2utxi)xi+
+ a0(x, t)|ut|q−2ut + c0(x, t)u = f(x, t) (2)
з початковими умовами
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) (3)
i крайовими умовами
u
∣∣
∂Ω×(0,T )
= 0,
∂u
∂ν
∣∣∣∣
∂Ω×(0,T )
= 0, (4)
де ν — зовнiшня нормаль до поверхнi ∂Ω × (0, T ), p > 2, q > 1.
Нехай Lqloc(Ω) = {u : u ∈ Lq(ΩR),∀R > 1}; H10,loc(Ω) = {u : u ∈ H1(ΩR), u|∂ΩBR = 0,∀R >
> 1}; W 1,p0,loc(Ω) = {u : u ∈ W 1,p(ΩR), u|∂Ω∩BR = 0, ∀R > 1}; L2((0, T );L2θ(Ω)) — замикання
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множини функцiй C∞0 (QT ) за нормою ‖u‖L2((0,T );L2
θ
(Ω)) =
( ∫
QT
|u|2e−θ
√
|x|2+1dxdt
)1/2
, θ > 0;
L2((0, T );H20,θ(Ω)) — замикання множини функцiй C
∞
0 (QT ) за нормою ‖u‖L2((0,T );H2
0,θ
(Ω)) =
=
( ∫
QT
[
|u|2 +
n∑
i,j=1
|uxixj |2
]
e−θ
√
|x|2+1dxdt
)1/2
; Lp((0, T );W 1,p0,θ (Ω)) — замикання множини
C∞0 (QT ) за нормою ‖u‖Lp((0,T );W 1,p
0,θ
(Ω)) =
( ∫
QT
[
|u|p +
n∑
i=1
|uxi |p
]
e−θ
√
|x|2+1dxdt
)1/p
; V0(Ω
R) =
= H20 (Ω
R)
⋂
H4(ΩR)
⋂
W 1,2p−4(ΩR)
⋂
W 1,p0 (Ω
R)
⋂
L2q−2(ΩR).
Припустимо виконання таких умов:
(A): aslij ∈ L∞(Ω), aij , aijt, aijtt, ai, ait, a0, a0t ∈ L∞(QT ), i, j, s, l ∈ {1, . . . , n}, Dkaslij(·, 0),
D1aij(·, 0), D1ai(·, 0) ∈ L∞(Ω), де k 6 2, Dk = ∂|α|/(∂xα11 . . . ∂xαnn ), |α| = α1 + · · · + αn,
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)ξijξsl > A0
n∑
i,j=1
|ξij |2, A0 > 0 для майже всiх x ∈ Ω i всiх ξij ∈ R таких, що
ξij = ξji,
n∑
i,j=i
aij(x, t)ξiξj > γ1
n∑
i=1
|ξi|2, γ1 > 0 для майже всiх (x, t) ∈ QT i всiх ξi ∈ R,
aslij(x) = a
ij
sl(x), aij(x, t) = aji(x, t) майже для всiх (x, t) ∈ QT , 0 < χ0 6 ai(x, t) 6 χ1 для
майже всiх (x, t) ∈ QT i всiх i ∈ {1, . . . , n}; a0(x, t) > χ2 > 0 для майже всiх (x, t) ∈ QT ;
(C): c0, c0t ∈ L∞(QT ).
Означення 1. Функцiю u ∈ L2((0, T );H20,loc(Ω)) таку, що ut ∈ Lp((0, T ); W 1,p0,loc(Ω))
⋂⋂
Lq((0, T ); Lqloc(Ω))
⋂
L2((0, T ); H10,loc(Ω)), називаємо узагальненим розв’язком задачi (2)–
(4), якщо вона задовольняє початковi умови (3) i рiвнiсть (2) в областi QT в сенсi розподiлiв.
Розглянемо допомiжну задачу:
A(u) = fR(x, t), (x, t) ∈ QRT , (5)
u(x, 0) = uR0 (x), ut(x, 0) = u
R
1 (x), x ∈ ΩR, (6)
u
∣∣
∂ΩR×(0,T )
= 0,
∂u
∂ν
∣∣∣∣
∂ΩR×(0,T )
= 0, (7)
де
R > 1, fR(x, t)=
{
f(x, t), (x, t) ∈ QRT
0, (x, t) ∈ QT \QRT
, uR0 (x)=u0(x)ρR(x), u
R
1 (x)=u1(x)ρR(x),
ρR ∈ C4(Rn), ρR(x) =
{
1, |x| 6 R− 1
0, |x| > R , 0 6 ρR(x) 6 1 при x ∈ R
n.
Означення 2. Функцiю u ∈ L2((0, T );H20 (ΩR)) таку, що ut ∈ Lp((0, T ); W 1,p0 (ΩR))
⋂⋂
Lq(QRT ), utt ∈ L2(QRT ) i яка задовольняє початковi умови (6) та рiвнiсть∫
QRτ
[uttv +
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)uxixjvxsxl +
n∑
i,j=1
aij(x, t)utxivxj +
n∑
i=1
ai(x, t)|utxi |p−2utxivxi +
+ a0(x, t)|ut|q−2utv + c0(x, t)uv − fR(x, t)v] dxdt = 0 (8)
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для довiльних τ ∈ (0, T ] i v ∈ L2((0, T );H20 (ΩR))
⋂
Lp((0, T );W 1,p0 (Ω
R))
⋂
Lq(QRT ), називаємо
узагальненим розв’язком задачi (5)–(7).
Теорема 1. Нехай виконуються умови (A), (C), f ∈ Lq′(QRT ), ft ∈ L2(QRT ), uR0 ∈
∈ H20 (ΩR)
⋂
H4(ΩR), uR1 ∈ H10 (ΩR)
⋂
H2(ΩR)
⋂
W 1,2p−4(ΩR)
⋂
L2q−2(ΩR), p > 2, q > 1. Тодi
iснує узагальнений розв’язок задачi (5)–(7).
Доведення. Використаємо метод Фаедо–Гальоркiна. Оскiльки простiр V0(Ω
R) — сепа-
рабельний банахiв, то в ньому iснує така злiченна множина {ϕh}, що будь-яка скiнчен-
на кiлькiсть елементiв цiєї множини лiнiйно незалежна i замикання її лiнiйної оболонки
в V0(Ω
R) збiгається з цим простором. Можемо прийняти, що {ϕh} ортонормована в L2(ΩR).
Розглянемо функцiї uN (x, t) =
N∑
h=1
cNh (t)ϕ
h(x), N = 1, 2 . . ., де cN1 , c
N
2 , . . . , c
N
N — розв’язки
вiдповiдних задач Кошi∫
ΩR
[
uNttϕ
h +
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)u
N
xixjϕ
h
xsxl
+
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
N
txiϕ
h
xj + a0(x, t)|uNt |q−2uNt ϕh +
+
n∑
i=1
ai(x, t)|uNtxi |p−2uNtxiϕhxi + c0(x, t)uNϕh − fR(x, t)ϕh
]
dx = 0, t ∈ [0, T ], (9)
cNh (0) = u
R,N
0,h , c
N
ht (0) = u
R,N
1,h , h = 1, . . . , N, (10)
де
uR,N0 (x) =
N∑
h=1
uR,N0,h ϕ
h(x), ‖uR,N0 − uR0 ‖H2
0
(ΩR)∩H4(ΩR) → 0,
uR,N1 (x) =
N∑
h=1
uR,N1,h ϕ
h(x), ‖uR,N1 − uR1 ‖H1
0
(ΩR)∩H2(ΩR)∩W 1,2p−4(ΩR)∩L2q−2(ΩR) → 0
(11)
при N → ∞.
На пiдставi теореми Каратеодорi [11, c. 54] iснує розв’язок задачi (9), (10), який має
абсолютно неперервну похiдну на промiжку [0, tN ]. З оцiнок, одержаних нижче, випливає,
що tN = T .
Домножимо (9) на cNht, пiдсумуємо за h вiд 1 до N i проiнтегруємо за t вiд 0 до τ , де
τ ∈ (0, T ]:
∫
QRτ
[
uNtt u
N
t +
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)u
N
xixju
N
txsxl
+
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
N
txiu
N
txj +
n∑
i=1
ai(x, t)|uNtxi |p +
+ a0(x, t)|uNt |q + c0(x, t)uNuNt − fR(x, t)uNt
]
dxdt = 0. (12)
На пiдставi рiвностi (12) i умов теореми легко одержати такi оцiнки:
‖uN‖L∞((0,T );H2
0
(ΩR)) 6 K1,
‖uNt ‖L∞((0,T );L2(ΩR))∩L2((0,T );H1
0
(ΩR))∩Lq(QR
T
)∩Lp((0,T );W 1,p
0
(ΩR)) 6 K1,
(13)
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де стала K1 не залежить вiд N . Диференцiюючи за t рiвнiсть (9) i враховуючи умови
теореми (A), (C), можемо переконатися в правильностi оцiнок
‖uNt ‖L2((0,T );H2
0
(ΩR))∩Lp((0,T );W 1,p
0
(ΩR))∩Lq(QR
T
) 6 K2,
‖uNtt ‖L∞((0,T );H1
0
(ΩR)) 6 K2,
(14)
причому K2 не залежить вiд N .
Введемо оператор
A : Lp((0, T );W 1,p0 (Ω
R))
⋂
Lq(QRT )→ Lp
′
((0, T );W−1,p
′
(ΩR)) + Lq
′
(QRT )
за допомогою формули
〈A(u), v〉 =
∫
QR
T
[
n∑
i=1
ai(x, t)|utxi |p−2utxivtxi + a0(x, t)|ut|q−2utvt
]
dxdt,
де 〈·, ·〉 — скалярний добуток мiж елементами простору Lp′((0, T );W−1,p′(ΩR)) + Lq′(QRT )
i Lp((0, T );W 1,p0 (Ω
R))
⋂
Lq(QRT ). Враховуючи умову (14), легко показати, що
‖A(uN )‖Lp′ ((0,T );W−1,p′ (ΩR))+Lq′ (QR
T
) 6 K4, (15)
де стала K4 не залежить вiд N . Отже, на пiдставi (14), (15) iснує пiдпослiдовнiсть {uNk} ⊂
⊂ {uN} така, що
uNk → u ∗-слабко в L∞((0, T );H20 (ΩR)),
uNkt → ut ∗-слабко в L∞((0, T );H20 (ΩR)),
uNkt → ut слабко в Lp((0, T );W 1,p0 (ΩR)) ∩ Lq(QRT ) ∩ L2((0, T );H10 (ΩR)),
uNktt → utt ∗-слабко в L∞((0, T );L2(ΩR)),
uNktt → utt слабко в L2((0, T );H10 (ΩR)),
A(uNk)→ χ слабко в Lp′((0, T );W−1,p′(ΩR))+Lq′(QRT )) при Nk →∞.
(16)
На пiдставi (16) легко одержати рiвнiсть
∫
QRτ
[
uttη +
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)uxixjηxsxl +
n∑
i,j=1
aij(x, t)utxiηxj + c0(x, t)uη
]
dxdt + 〈χ, η〉 =
=
∫
QRτ
fR(x, t)ηdxdt, (17)
яка виконується для довiльного η ∈ L2((0, T );H20 (ΩR))
⋂
Lp((0, T );W 1,p0 (Ω
R))
⋂
Lq(QRT ).
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Доведемо, що A(u) = χ. Розглянемо послiдовнiсть
0 6 yk = 〈A(uNk), uNk〉 − 〈A(v), uNk − v〉 − 〈A(uNk), v〉 =
∫
QR
T
[
fR(x, t)uNkt − uNktt uNkt −
−
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)u
Nk
xixju
Nk
txsxl
−
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
Nk
txi
uNktxj − c0(x, t)uNku
Nk
t
]
dxdt−
− 〈A(v), uNk − v〉 − 〈A(uNk), v〉.
Перейдемо в останнiй нерiвностi до верхньої границi при Nk →∞. Використовуючи лему 5.3
з роботи [10, c. 20], отримаємо
0 6
∫
QR
T
[
fR(x, t)ut −
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)uxixjutxsxl −
n∑
i,j=1
aij(x, t)utxiutxj − c0(x, t)uut
]
dxdt−
− 〈A(v), u − v〉 − 〈χ, v〉 − 1
2
∫
ΩR
T
|ut|2dx+ 1
2
∫
ΩR
0
|uR1 |2dx. (18)
У формулi (17) приймемо η = ut i, враховуючи можливiсть iнтегрування частинами,
матимемо рiвнiсть
1
2
∫
ΩR
T
|ut|2dx+
∫
QR
T
[
n∑
i,j,s,l=1
aslij(x)uxixjutxsxl +
n∑
i,j=1
aij(x, t)utxiutxj + c0(x, t)uut −
− fR(x, t)ut
]
dxdt + 〈χ, η〉 = 1
2
∫
ΩR
0
|uR1 |2dx. (19)
Додавши (18) та (19) i прийнявши u − v = λω, λ > 0, ω ∈ Lp((0, T );W 1,p0 (ΩR))
⋂
Lq(QRT ),
одержимо
〈χ−A(u− λω), λω〉 > 0.
Звiдси матимемо, що
χ = A(u). (20)
Пiдставимо (20) у (17), отримаємо рiвнiсть (8) з означення узагальненого розв’язку
задачi (5)–(7).
Виконання початкових умов доводимо аналогiчно як в теоремi 1.1 з роботи [12, c. 20].
Теорема 2. Нехай виконуються умови (A), (C) i, крiм того,
p > 2, q = p, θ ∈
(
0,
[
χ2p(p
′χ0)
p−1
nχp1
]1/p)
,
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F :=
∫
Ω
[
|u1|2 + |u0|2 +
n∑
i,j=1
|u0xixj |2
]
e−θ
√
|x|2+1dx+
∫
QT
|f(x, t)|p′e−θ
√
|x|2+1dxdt <∞.
Тодi iснує узагальнений розв’язок u задачi (2)–(4) i для нього правильна оцiнка
∫
QT
[
|ut|2 + |u|2 +
n∑
i,j=1
|uxixj |2 + |ut|p +
n∑
i=1
|utxi |p
]
e−θ
√
|x|2+1dxdt 6 µF,
де стала µ не залежить вiд u.
Очевидно область Ω можемо апроксимувати послiдовнiстю областей {Ωk} : Ω =
∞⋃
k=2
Ωk.
Тодi згiдно з теоремою 1 одержимо послiдовнiсть функцiй {uk}, кожна з яких є узагаль-
неним розв’язком задачi (5)–(7) вiдповiдно в областi QkT i продовжена нулем на область
QT \QkT . Користуючись методами монотонностi i компактностi, встановлюємо, що границя
послiдовностi {uk} у вiдповiдному просторi є узагальненим розв’язком задачi (2)–(4).
Зауваження 1. Якщо 2 < q < p, область Ω лежить в шарi γ0 < x1 < γ
0, то можна
довести теорему, аналогiчну до теореми 2, тобто встановити iснування розв’язку задачi (2)–
(4) у просторi зростаючих функцiй.
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